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1. Krafte

Krafte werden mathematisch als Vektoren beschrieben. Ein Kraftvektor F in der Zeichenebene kann
bezlglich eines willkirlich mit der x,y-Achse in die Zeichenebene gelegten rechtwinkligen,
rechtsdrehenden x,y,z-Koordinatensystems (z-Achse dann nach vorn senkrecht aus der
Zeichenebene heraus) nach dem Axiom 2 in seine beiden Komponenten Fx und F, zerlegt werden:

y

F,=Fsin(a) F

Y
b

F =F- cos(a)

F
mit Betrag und Winkel F = VF+F, « = arctgF—y . Bei einer raumlich angeordneten Kraft ware

X

der Betrag entsprechend aus 3 Komponenten zusammensetzbar: F = + F§+Fj+ Ff . Die Angabe
der rdumlichen Winkel ist in diesem Fall etwas aufwandiger und wird hier vorerst auch nicht benétigt.

2. Umrechnung der Winkel von a (in Grad) in x (als BogenmaR)

«(Grad) = x(BogenmaB)-@, X = o —
™ 180
3. Trigonometrische Umformungen
tg((x)=sm(0()  ootg(a)= 1 =cgs(a)
cos () tg(c)  sin(ox)

sin® (o) +cos? () =1

sin(2-o0)=2-sin(ex)-cos (&) , cos(2-a)=c0s’(cx)—sin’(cx)

sin (e +B)=sin(ex)-cos(B)+cos(x)-sin(B) , sin(ax—p)=sin(x)-cos(B)—cos(x)-sin(B)

cos (ot+B)=cos (ex)-cos(B)—sin(«x)-sin(B) cos (x—B)=c0s (x)-cos(B)+sin(x)-sin(B)

9

4. Oft gebrauchte Werte

sin(30)=sin(%)=cos(60)=cos(%)= sin(45)=sin(%)=cos(45)=cos(%)=£

1
2
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sin(so)=sin<§)=cos<so)=cos(%)=§ | tg(30)=—-, tg(45)=1, 19(60)=13

ol

5. Trigonometrische Funktionen
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6. Momente

Kraftvektoren haben im allgemeinen neben der ziehenden oder drickenden Wirkung auf einen
starren Korper auch einen drehenden Einfluss, und zwar immer dann, wenn ihre Wirkungslinie nicht
durch den Massenschwerpunkt des Korpers oder durch einen seiner Befestigungspunkte auf einer
starren Unterlage (Erdboden, Hauswand, Maschinenrahmen und ahnliches) geht.

Das (Dreh-) Moment berechnet sich als Produkt aus Kraft F mal Hebelarm a, wobei der Hebelarm a
die kurzeste Verbindung zwischen dem Momenten-Bezugspunkt A und der Wirkungslinie der Kraft
darstellt. Der wirksame Hebelarm steht also senkrecht auf der Wirkungslinie.

Zahlrichtung q o mZéhIrichtung

M, =0

o S~
B F O
F c

Auch das Moment stellt, wie die Kraft, eine vektorielle Grofle mit Betrag, Richtung und
Richtungssinn dar. Der Momentenvektor M. (oder Mg) steht senkrecht auf der durch F und a
aufgespannten Ebene, hier senkrecht zur Zeichenebene. Der Richtungssinn ergibt sich durch die
physikalische Drehrichtung, in der Skizze also gegen den Uhrzeigersinn. Er kann fur Rechenzwecke
- wie der Richtungssinn der Kraftvektoren - zunachst aber willkiirlich festgelegt werden. Das
Moment Mg hat, bezogen auf die Zahlrichtung ein negatives Vorzeichen, Mc ist 0, da die
Wirkungslinie des Kraftvektors durch den Momentenbezugspunkt geht.

Im Unterschied zum Kraftvektor F, der nach Axiom 1 nur auf seiner Wirkungslinie verschoben
werden darf, lasst sich ein Momentenvektor beliebig parallel zur seiner Wirkungslinie verschieben,
ohne dass sich nach aussen etwas andert, hier senkrecht zur Zeichenebene.

Vorzeichenregelung fir die Momenten-Berechnung mit Kraft F und Hebelarm a um einen
Bezugspunkt P, positive Drehrichtung willkirlich festgelegt:

Mp = VOrzeiChen_geméfs_Drehrichtung_um_P ’ |F| ’ |a|

Hinweis fiir TM-Freaks (sofern es diese gibt ..., alle anderen bitte bei Punkt 7 weitermachen): Das Moment
wird im allgemeinen Fall als vektorielles oder Kreuz-Produkt aus Kraftvektor F und Ortsvektor r (Vektor vom
Bezugspunkt P zu irgendeinem Punkt auf der Wirkungslinie) beschrieben:

e

M, = F-7, Betrag: M, = |M,| = |F|-|F|-sin(Winkel zwischen F und T)

Liegen F und r bei einem rechtsdrehenden Koordinatensystem in der x-y-Ebene, so liegt Mp parallel zur z-
Achse. Bei Komponentendarstellung von F und r ergibt sich aus der oben angegebenen Formel:

My, = |F,[Ir |-sin(Winkel zwischen F, undr)) + [F |Ir |-sin(Winkel zwischen F undr,)
Die Winkel sind in diesem Fall entweder 0 (Wirkungslinie geht durch P) oder Vielfache von 90°. Der Winkel
ergibt sich, wenn man den Ortsvektor im Uhrzeigersinn in die Wirkungslinie eindreht. Bei 90° ist das Vorzeichen

+1, bei 180° entsteht wieder 0, bei 270° erhalt man -1 usw.

Im unten stehenden Bild ist ein Vektor F gezeigt, der nur aus der y-Komponente besteht. Der Ortsvektor r geht
vom willkiirlich gewahlten Bezugspunkt P (hier zufallig zugleich Koordinaten-Nullpunkt) auf einen beliebigen
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Punkt der Wirkungslinie, die zu F, senkrechte Komponente r,ist der Hebelarm. Das Produkt des Betrages von
F, - r« bildet den Betrag M,, des Momentenvektors. Das Vorzeichen ergibt sich als negativ entweder bezogen
auf den eingezeichneten Richtungssinn oder durch Bestimmung des ,Eindrehwinkels® von rc in F, im
Uhrzeigersinn. Dieser Eindrehwinkel betragt hier 270° (man muss fir den Uhrzeigersinn in Richtung der z-
Achse sehen!), sin(270°) = -1. Daher wirkt M;, in Richtung der negativen z-Achse.

(Ende des Hinweises fur TM-Freaks)

7. Allgemeine ebene Kraftsysteme

Diese sind gekennzeichnet durch die resultierende Kraft Fr aller am starren Kérper angreifenden
Krafte sowie durch die Drehwirkung von Fr bezlglich eines physikalisch gegebenen oder willktrlich
festgelegten Bezugspunktes A. Die Berechnung von Fr und des Momentes wird vereinfacht, wenn
man zunachst willkirlich ein Koordinatensystem und eine positive Drehrichtung vorgibt und dann
die Summe aller x- und y-Komponenten der Krafte sowie die Summe aller Momentenbeitrége dieser
Komponente bezuglich des Punktes A bestimmt.

FRx = FA + Fbx + ch
FRy = -FBy + FCy

M =FBy-XB_FBx.yB_ch-yc

A

Tipp: Wenn die Koordinaten bezlglich des (x,y)-Systems eines Punktes auf der Wirkungslinie eines
Kraftvektors gegeben sind, wie hier z. B. fur Fg mit (xs, ys), dann ist es am einfachsten, wenn man
zur Berechnung des Momentenbeitrages die Komponenten dieses Kraftvektors bestimmt und mit
den zugehdrigen Koordinatenwerten multipliziert, da diese unmittelbar die Hebellange angeben.

8. Mittelpunkte, Schwere-Linien und Schwerpunkte (Sonderfille allgemeiner Kraftesysteme fir
parallele Wirkungslinien)

Unter bestimmten Bedingungen ist es sinnvoll und notwendig, bei starren oder nicht starren Kérpern
oder Korperverbanden nach ausgewahlten Linien oder Punkten zu fragen. Solche Punkte kénnen
sein:

» Schwerpunkte = Gewichts-Mittelpunkte (abhangig von der Materialzusammensetzung und

[TM1 (Statik) Copyright 2006 Seite 4 von 9|




FH Frankfurt am Main Eppstein im Taunus, 05.12.2006
University of Applied Sciences

Fachbereich 2

Dr. Ing. Wilfried Dankmeier

Dichteverteilung)
und die daraus ableitbaren Sonderfalle

* Volumen-Mittelpunkte (unabhangig von der Materialzusammensetzung)
» Schwere-Linien, z. B. als Wirkungslinien resultierender Gewichtskrafte von Linienlasten bei

Schnee-, Sand- oder Kies-Schittungen (abhangig von der Materialzusammensetzung und
Dichteverteilung)

Der Schwerpunkt eines Koérpers oder Koérperverbandes ist der Schnittpunkt der Wirkungslinien
seines Gewichtskraftvektors in allen méglichen Lagen dieses Kérpers.

Sind fir einen starren Verband von n Korpern die Teil-Volumina V,, die Dichten p; und die Teil-
Schwerpunkte (xsi, ysi, zsi ) gegeben, so berechnet sich der Gesamtschwerpunkt aus

Z Vo pgexs, Z Vipegeys, Z Viprg-zs,
g = i=t ,ys = A= oz = =

Z Vi'pi'g Z Vi'Pi'g Z Vi'pi'g
i=1 i=1 i=1

Da die Erdbeschleunigung g in jedem Term von Zahler und Nenner auftritt, vereinfachen Sich diese
Formeln zu:

Z Vi-pxs, Z Vipiys, Z Vip;zs,
i1 i=1 i=1

s =" y=""""\| ==
zVi'Pi zVi'Pi V"pi
i=1 i=1

M-

i=1

Fir das Produkt aus Volumen V; und Dichte p; kann auch die Masse m; =V, - p; eingesetzt werden:

n n n
2 xS, 2 mys, 2 mezs,
Xs = i=1 , ys — i=1 ’ 75 = i=1

i=1 i

n
m,
=1

Fir den Sonderfall von Teilkérpern gleicher Dichte pi1= p.=_= pn= p wird der Schwerpunkt zum
Volumen-Mittelpunkt.

Vs, 2 Vs, DV,
_ = = _ =

Xs - ,ys = — , 28 -

2V, 2V, 2V,

i=1 i=1 i=1

Bei symmetrischen Korpern liegen die Schwerpunktkoordinaten immer auf den Symmetrieachsen.

Bei Korpern oder Korperverbanden gleicher Dicke d liegt der Schwerpunkt einer der drei
Koordinaten auf dem halben Dickeabstand, z. B. bei zs = d/2. Insbesondere bei sehr diinnen
Korpern oder Koérperverbanden (etwa bei Blechen oder Platten) interessiert dann nur noch der
Flachenschwerpunkt in zwei Koordinaten, z. B.:
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oder Xxs

n
m i'XSi
i=1

Mit folgendem Schema kann man sich die Berechnung der Schwerpunktkoordinaten noch
vereinfachen (hier fir den Flachenschwerpunkt, flir andere Mittelpunkte ist es entsprechend zu

andern/erweitern):

Tipp: Wenn in den Flachensticken Bohrungen,

Index | xs; ySi A xsi - A ysi - A
1 xXs1 | ysq A Xs1 - Aq yst - Ay
2 XSz | ys2 A, XSz * Az ysz - Az
n XSn | YSn A, XSn * An ysn * An
A z A xs; Z Arys,
i=1 i=1 i=1
DA X LAY

Stanz-Ausbriiche oder an den Ra&ndern

Abkantungen vorkommen, kann man weitere Vereinfachungen erzielen, wenn man die unbehandelte
Flache ansetzt und die damit zu viel einbezogenen Stiicke als negative Beitrage in die Tabelle
aufnimmt (z. B. bei den Aufgaben 11 und 12 mit Vorteil verwendbar).

9. Oft gebrauchte Schwerpunkt-Koordinaten
(aus Kuhlhorn/Silber ,Technische Mechanik — Formelsammlung“, Fachhochschulverlag Band 84, ISNB 3-923098-84-7)

Korper itV
Kegel
y
( I 12 1
— =—h
,,L L gn:r h L Sl
x
L
Halbkugel
. é‘ltrj ér
R y o
iy
Keil
3 h ok E¥e,
ez ragary y5722u1+a2
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Flache Flacheninhait A Schwerpunktiage
recllltwinkljges S liegt im Schnitt-
Dreieck punkt der Seitenhal-
¥ bierenden
1
Eﬂh s 2 a
E & 3
z h
a Yo = §

beliebiges Dreieck

S liegt im Schnitt-

T3 ¥y punkt der Seitenhal-
1 bierenden
o E[(xz_x}) {yg“yf) . I{x g ; '
) il = x x
~Cy—2) (Ue~gl|® FTF 22
12‘ yz
1
Yo = 3 (Y;+H5+Y3)
Parallelogramm S liegt im Schnitt-

punkt der Diagona-

ah len
§ liegt auf der Sei-
tenhalbierenden
h
Z(a+b) i =fa+2b
2 ¥ 3 arb
guadratische
Parabel
¥ X.o= Ea
2 &8
—ab
i 3 5
8 Yg = Eb
- 4
a
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Flache Flicheninhalt A Schwerpunktlage
Halbkreis
yl
er 4r
b i
5
Kreisausschnitt
r
2 2 sina
ar xs. = 7.?'
A : 3 «
' x
Kreisabschnitt 5
“* Xo= —S
‘ r-1 I 2 . s 12&\.
| —r (2a-sino)
;//(1 2 i 3
‘_)_\ of |55 % 4 sin"a
~J = - Jr——
N 3 2a-sinla
Linie Lange | |Schwerpunktlage

Kreishogen

g e rsina K
//Q_‘ [l =2ar Yg = :ri

Fa

10. Gleichgewicht allgemeiner ebener Kriftesysteme

In den Aufgaben 5 und 6 — sowie indirekt zur Schwerpunkt- oder Mittelpunkt-Berechnung auch in
den Aufgaben 9, 10, 11,12 und 13 — wurden fir die an einem starren Kérper angreifenden aulReren
Kraftwirkungen (Einzelkrafte und Einzelmomente) die Resultierenden gesucht. Sind Kérper in
irgendeiner Weise beweglich angeordnet, so werden die resultierenden Kraftwirkungen im
allgemeinen auch verschiebende und/oder drehende Bewegungen dieser Korper auslésen
(Translationen und Rotationen). Als Reaktionswirkungen entstehen dabei nach dem vierten Axiom
Tragheits- und Reibungskrafte (z. B. durch den Strdomungswiderstand der Luft).

Ist der starre Korper aber durch Befestigungen mit einem Fundament (z. B. Erdboden, Wand,
Maschinenrahmen) verbunden, welches jede Bewegung verhindert, so entstehen nach Axiom 4 in
den Befestigungen statische Reaktionskrafte und/oder Reaktionsmomente.
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In beiden Fallen ist die Summe alle duBeren und aller reaktiven Kraftwirkungen Null
(vergleichbar dem Kirchhoff'schen Gesetz fiir die Stromsumme in einem elektrischen Knotenpunkt).
Fir ebene Anordnungen wird dies in einem willkirlich festgelegten x-y-Koordinatensystem durch
folgende 3 Gleichgewichtsbedingungen (= GGB's) beschrieben:

5

Fo=0 2F, =0 2M, =0 (A isteinwilkirlicher Bezugspunkt )

X

i=1 i=1 i=1

In der Statik kann man diese 3 GGB's verwenden, um insgesamt 3 unbekannte Kraftwirkungen zu
berechnen, z. B. 3 Stab-/Seil-Kréfte, siehe Aufgaben 1 und 7.

Tipp: Statt einer oder zwei GGB's fiir die Kraftkomponenten ist es bisweilen weniger aufwandig, ein
oder zwei zusatzliche GGB's fir die Momente aufzustellen. Insgesamt stehen bei ebenen
Aufgabenstellungen aber immer hdchsten nur 3 GGB's zur Verfiigung!

11. Lagertypen

Fir statische Zwecke kdnnen — und mussen auch oft — die Befestigungen von Bau- und
Maschinenteilen verschieden ausgefihrt werden. Abstrahierend ordnet man ihren Eigenschaften
verschiedene Lagertypen zu. In der Ebene sind dies:

» einwertige Lager ( = Loslager) kdnnen Kraftwirkungen nur in einer Komponente aufnehmen

» zweiwertige Lager ( = Festlager) kdnnen Kraftwirkungen in zwei Komponenten aufnehmen

» dreiwertige Lager ( = feste Einspannung) konnen Kraftwirkungen in drei Komponenten
aufnehmen.

12. Gleichgewicht und Lagertypen — statisch bestimme Lagerung in der Ebene

Die notwendige Bedingung fiir eine statisch bestimmte Lagerung eines starren Korpers ist, das den
3 unbekannten Reaktionskraften genau 3 3GGB's gegeniiberstehen. Dies kann durch

* ein 3-wertiges Lager
« die Kombination eines 2-wertigen und eines 1-wertigen Lagers
» die Kombination von drei 1-wertigen Lagern

sichergestellt werden. Allerdings gilt die Umkehrung nicht: Drei 1-wertige Lager garantieren keine
statisch bestimmte Lagerung, z. B. dann, wenn die Wirkungslinien aller Reaktionskrafte parallel sind.
Das Gleichungssystem aus 3 Gleichungen fur 3 Unbekannte ist dann nicht I16sbar, weil es ein oder
zwei abhangige Gleichungen enthalt.

13. Unter- und liberbestimmte ebene Lagerungen

Eine ebene 2-wertige Lagerung ist statisch unterbestimmt, da sie die Bewegung der Konstruktion
in einer Koordinate gestattet, z. B. eine Bewegung in x- oder y-Richtung oder eine Drehung.
Statische Uberbestimmtheit liegt vor, wenn ein ebenes System durch mehr als ein 3-wertiges
Lager festgelegt ist. Mit den Mitteln der Statik allein kdnnen die Lagerreaktionen dann nicht mehr
bestimmt werden, oft aber mit Hilfe der Elastostatik, weil dann zusatzlich Materialbedingungen
hinzuziehbar sind.
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